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摘 要： 根据图像成像过程容易受泊松噪声的影响，提出用 ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ距离描述保真项，用平方根复合函
数描述正则项，建立具有自适应权系数的能量泛函正则化模型．由于模型的梯度退化和海森矩阵的规模较大，使得无
法应用牛顿迭代算法．本文利用退化梯度幅值作为约束集，建立可对角化和容易求逆的海森矩阵，提出改进的牛顿投
影迭代算法．仿真表明，该方法取得较小的相对误差、偏差，较高的信噪比和良好的视觉效果．
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１ 引言

原子显微镜成像、Ｘ射线断层扫描成像以及雷达成
像等［１］可表述为 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程，离散后得到方程往
往是不适定的［２］，无法直接得到理想图像．为获得理想
图像，目前最好的办法是建立由保真项和正则项组成的

能量泛函［１］．
对于保真项，拟合形式必须与成像过程相吻合．若

受高斯噪声影响，需采用Ｌ２范数进行拟合；若受椒盐噪
声影响，常采用Ｌ１范数进行拟合［３］；若成像过程的统计
分布已知，常采用合适的概率分布函数进行拟合．正则
项的函数空间对解的性能产生至关重要的影响，如

ＢＶ（Ω）空间能表征图像的边缘特征［４］，ＢＶ２（Ω）空间能消
除在平坦区域产生的阶梯效应［５］，小波域 Ｂｅｓｏｖ函数空
间能准确描述图像的特征等．在正则化模型的求解上，
主要有矩阵分解法［６］和能量泛函迭代法［７］．矩阵分解法

如奇异值分解（ＳＶＤ）、广义ＳＶＤ和ＱＲ分解等，但在实际
应用中，保真项与正则项的矩阵不具有特殊结构，限制

矩阵分解法应用．迭代法如 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法［１］，最陡下降
算法，梯度投影算法［８］，但此类算法收敛速度较慢．为加
快算法收敛，常采用拟牛顿算法［１］，ＢＦＧＳ算法等［９］，但
是，由于海森矩阵的维数较高，直接计算逆矩阵非常困

难，若梯度幅值较小，导致海森矩阵是非满秩的，限制牛

顿迭代算法的应用．正则项的权重确定方法主要有 Ｄｉｓ
ｃｒｅｐａｎｃｙ准则、Ｌ曲线法和广义交叉验证法等［１］，但这些
方法得到的权重是固定的，不能随着迭代算法的进行自

适应地改变，从而影响解的准确性．
鉴于正则化模型的建立、求解及参数确定存在的问

题，本文主要做以下工作：在模型的建立上，用 Ｋｕｌｌｂａｃｋ
Ｌｅｉｂｌｅｒ函数对容易受泊松噪声降质的图像进行拟合，用
平方根复合函数描述正则项；在模型的求解上，对退化

的梯度引入约束集，构建可对角化和容易求逆的海森矩
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阵，提出一种改进的牛顿迭代投影算法，并证明算法的

收敛性；在正则项参数的确定上，提出一种基于不动点

的自适应权重确定方法；最后将提出算法与已有算法

进行实验对比．

２ 能量泛函模型建立、求解算法及参数确定

２１ 能量泛函正则化模型

由于成像是放射线扫描，放射线可以看成由无数

光子组成，即点扩散函数 Ａ，而每个光子经真实物体获
得的图像 ｕ看作是期望值为（Ａｕ）ｉｊ的泊松随机变量，
（Ａｕ）ｉｊ为Ａｕ中的元素．假定 ｕ与采集图像ｇ是独立的
且服从泊松分布，给定 ｕ，ｇ的条件概率为

ｐ（ｇ｜ｕ）＝∏
ｍ

ｉ＝１
∏
ｎ

ｊ＝１

( )Ａｕｇｉｊｉｊ
ｇｉｊ！

ｅｘｐ－( )Ａｕ[ ]( )ｉｊ （１）

式中，ｉ，ｊ为图像像素的下标，ｍ，ｎ为图像尺寸．若已知
理想图像的先验概率

ｐ（ｕ）＝ｅｘｐ［－αＲ（ｕ）］ （２）
根据贝叶斯准则，理想图像的最大后验概率为

ｕ＝ａｒｇｍａｘｐ（ｇ｜ｕ）ｐ（ｕ） （３）
若（Ａｕ）ｉｊ－ｇｉｊｌｎ（Ａｕ）ｉｊ＞０，ｕ几乎处处Ｌｅｂｅｓｇｕｅ可积，将式
（１）、（２）代入式（３），然后两边取负的ｌｎ似然函数，则有
ｕ＝ａｒｇｍｉｎ‖Ａｕ－ｇｌｎ( )Ａｕ‖Ｌ１( )Ω ＋αＲ( ){ }ｕ （４）
为即体现图像的不连续特性，又能应用牛顿投影算法，

正则项表达式为

Ｒ( )ｕ ＝∫Ω ｕ ２＋槡 βｄｘ （５）

式中，β为很小的正数，表示梯度．当β＝０时，式（５）
变为ＲＯＦ模型的正则项［３］．将式（５）代入式（４），获得能
量泛函表达式为

Ｅ( )ｕ ＝‖Ａｕ－ｇｌｎ( )Ａｕ‖Ｌ１( )Ω

＋α∫Ω ｕ２＋槡 βｄｘ （６）

式（６）的保真项与正则项是 ｕ的凸函数，且是强制的
（ｃｏｅｒｃｉｖｅ），由直接变分原理［３］，其解一定存在．由于式
（６）的二阶导数是正定的，因此，式（６）的解唯一．
２２ 模型求解算法设计

２．２．１ 经典的牛顿迭代算法

能量泛函式（６）具有连续的二阶导数，对式（６）进行
二阶泰勒展开，表达式为

Ｑ( )ｓ ＝Ｅ( )ｕ ＋〈Ｅ( )ｕ，ｓ〉

＋１２〈ＨｅｓｓＥ
( )ｕｓ，ｓ〉＋ｏ‖ｓ‖( )２ （７）

式中，〈·，·〉表示内积，ｏ‖ｓ‖( )２ 表示无穷小量，Ｈｅｓｓ
表示海森矩阵．

由于能量泛函式（６）有唯一最小值，因此式（７）满足
下列关系

Ｅ ｕ( )τ ＋ＨｅｓｓＥ ｕ( )τ ｓ＝０ （８）
式中，τ为迭代次数．取 ｕτ＋１＝ｕτ＋νｓ作为τ＋１次能量
泛函的最小值，则牛顿迭代算法为

ｕτ＋１＝ｕτ－ν ＨｅｓｓＥ ｕ( )[ ]τ
－１Ｅ ｕ( )τ （９）

式中，ν为步长．若式（９）中的 ＨｅｓｓＥ ｕ( )τ 为单位阵，则
式（９）变为 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法；若选取海森矩阵为单位阵，

ντ＝ａｒｇｍｉｎＥ ｕτ＋ν( )ｓ，式（９）变为最速下降算法；若用
前后两次迭代残差构造海森矩阵，式（９）变为 ＢＦＧＳ算
法，但是，如果梯度退化，该算法将失效［９］．
２．２．２ 正则化模型最优解满足的条件

由于像素幅值大于等于零，将式（６）转化为具有非
负条件约束的最优化问题，表达式为

ｍｉｎＥ( )ｕ，ｕｉｊ０ （１０）
由式（１０）可知，限制条件 ｃ( )ｕ ＝ｕ，其导数为

ｃｋ＝ｅｋ （１１）
式中 ｋ＝ｍ×ｎ，ｅｋ表示第 ｋ个单位矢量．式（１１）表明，式
（１０）可行解的限制条件是相互独立的，若式（１０）具有最
优解，则必须满足ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ（ＫＫＴ）条件［１０］，即

Ｅ
ｕｉｊ

ｕ( ) ０，λ０，ｕｉｊ０ （１２）

ｕｉｊ
Ｅ
ｕｉｊ

ｕ( ) ＝０ （１３）

式中，λ为拉格朗日乘子，式（１３）为互补条件．若 ｕ
ｉｊ
 ＝

０，则Ｅ
ｕｉｊ

ｕ( ) ＞０；若 ｕｉｊ ＞０，则
Ｅ
ｕｉｊ

ｕ( ) ＝０，导致式

（８）的海森矩阵是非满秩的，造成式（９）无法更新迭代算
法的解．
２．２．３ 改进的牛顿迭代算法

为将梯度退化和海森矩阵的构造有机地联系在一

起，用投影表示式（９），表达式为
ｕτ＋１＝Ｐ ｕτ－νＤτＥ ｕ( )( )τ （１４）

式中，Ｐ( )· 表示式（１０）的解在 Ｃ＝ ｕ∈Ｒｄ｜ｕｉｊ{ }０的
投影，Ｄτ表示可对角化海森矩阵．

为区别梯度退化与非退化，引入表征梯度退化部

分的指标集，表达式为

πε( )ｕ ＝ ｉ，ｊ｜０≤ｕｉｊτ≤ε{ }τ （１５）
式中，γτ＝‖ｕτ－ ｕτ－Ｅ ｕ( )[ ]τ

＋‖，ｌｉｍ
τ→∞
γτ＝０，ετ＝

ｍｉｎε，γ{ }τ ，ε是非常小的正数．
梯度非退化部分用式（６）的二阶导数逼近海森矩

阵 Ｄτ非满秩部分，而海森矩阵 Ｄτ其余部分用谱特性
聚集在１附近的单位阵来逼近［１１］，表达式为

Γτ＝
δｉｊ， ｉ，ｊ∈πε( )ｕ

［ＨｅｓｓＥ（ｕτ）］ｉｊ ，ｉ，ｊ πε（ｕ
{ ）

（１６）

当 ｕｉｊτ的值都较大且都相同，图像为单值图像，ｉ，ｊ
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πε( )ｕ，若Γτ取 ＨｅｓｓＥ ｕ( )[ ]τ ｉｊ，出现Γτ不可逆，

为防 止 此 情 况，用 块 循 环 循 环 块 矩 阵［１］逼 近

ＨｅｓｓＥ ｕ( )[ ]τ ｉｊ，表达式为

ＨｅｓｓＥ ｕ( )τ ＝ＡＴΛτＡ＋αＩ （１７）

式中，Λτ＝μ
ｇｉｊ

Ａｕτ＋( )ξ
２( )
ｉｊ
，μ( )· 表示均值．

式（１４）中的海森逼近矩阵 Ｄτ表示为
Ｄτ＝ＭτΓτＭτ＋Ｎτ （１８）

式中，Ｍτ和Ｎτ都是对角矩阵，Ｍτ和Ｎτ由能量泛函的
梯度产生与式（１５）有关，表示为

Ｍτ＝
１， ｉ，ｊ πε( )ｕ
０， ｉ，ｊ∈πε( ){ ｕ

，Ｎτ＝Ｉ－Ｍτ （１９）

由式（１８）可知，Ｄτ是对角矩阵．将式（１８）代入式（１４），
获得迭代算法搜索方向，表示为

ｄτ＝－ＭτΓτＭτＥ ｕ( )τ －ＮτＥ ｕ( )τ （２０）
令

θτ＝－ΓτＭτＥ ｕ( )τ （２１）
由于矩阵Γτ是可逆的，利用共轭梯度算法求解下列线

性系统方程获得θτ，表达式为

Γ
－１
τθτ＝－ＭτＥ ｕ( )τ （２２）

２．２．４ 改进的牛顿迭代算法收敛性

已知 ｒ＞０，η＞０，ρ ｕ，( )ｒ表示以ｕ为圆心，ｒ为
半径的球，ｕ为式（６）的最优解，ｕτ∈ρ ｕ，( )ｒΩ为
式（１４）的迭代解，τ＝１，２，…．

引理１ 若 ｕ为式（６）的最优解，Ｅ ｕ( ) ＝０，
那么

‖Ｄ－１ ｕτ( )＋１ －Ｄ－１ ｕ( )τ ‖≤ην‖ｓ‖ （２３）
即海森矩阵 Ｄ－１τ 是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的［１２］，式中，η是Ｌｉｐｓ
ｃｈｉｔｚ常数．

引理２ 设 Ｅ( )ｕ二阶连续可微，ｕ０∈ρ ｕ，( )ｒ
Ω，ｙ∈Ω，存在常数θ＞０，使得

ｙＴＤ－１( )ｕｙθ‖ｙ‖２ （２４）
式中，ｕ∈Ｌ ｕ( )０ ，Ｌ ｕ( )０ 为水平集［１０］，表达式为

Ｌ ｕ( )０ ＝ ｕ｜Ｅ( )ｕ≤Ｅ ｕ( ){ }０ （２５）
定理１ 若式（６）满足引理１和２，由式（１４）产生的

点列 ｕ{ }τ 收敛于Ｅ( )ｕ的极小点．
证明 由于式（２５）为有界闭凸集，所以Ｅ( )ｕ在

Ｌ ｕ( )０ 上一致连续．由引理 １，Ｄ－１( )ｕ连续，Ｌ ｕ( )０ 是
有界闭集，ｕ∈Ｌ ｕ( )０ ，存在常数Θ＞θ，使得

‖Ｄ－１( )ｕ‖≤Θ （２６）
由式（２０），则有

Ｄ－１τ ｄτ＝－Ｅ ｕ( )τ （２７）
对式（２７）两边取范数，则有

‖Ｅ ｕ( )τ ‖＝‖Ｄ－１τ ｄτ‖≤Θ‖ｄτ‖ （２８）

记φτ为搜索方向ｄτ与负梯度Ｅ ｕ( )τ 夹角，则

ｃｏｓφτ＝
－ Ｅ ｕ( )[ ]τ

Ｔｄτ
‖Ｅ ｕ( )τ ‖‖ｄτ‖

（２９）

将式（２７）代入（２９），则有

ｃｏｓφτ＝
ｄＴτＤ

－１
τ ｄτ

‖Ｅ ｕ( )τ ‖‖ｄτ‖
θ
Θ

（３０）

因为θ
Θ
≤ｃｏｓφτ＝ｓｉｎ

π
２－φ( )τ ≤π２－φτ，所以φτ≤π２

－θ
Θ
．根据 Ｅ( )ｕ具有唯一最小值，则有

ｌｉｍ
τ→∞

Ｅ ｕτ( )＋１ －Ｅ ｕ( )[ ]τ ＝０ （３１）

假设ｌｉｍ
τ→∞
Ｅ ｕ( )τ ≠０，存在η１＞０和子序列 ｕ{ }τ ，使得

‖Ｅ ｕ( )τ ‖η１．由式（２９）有

－ Ｅ ｕ( )[ ]τ
Ｔ ｄτ
‖ｄτ‖

η１ｓｉｎ
θ( )
Θ
≠０ （３２）

由中值定理，则有

Ｅ ｕτ＋νｄ( )τ ＝Ｅ ｕ( )τ ＋νＥＴπ( )τ ｄτ

≤Ｅ ｕ( )τ ＋ν‖ｄτ‖
ＥＴ ｕ( )τ ｄτ
‖ｄτ‖

＋‖Ｅπ( )τ －Ｅ ｕ( )τ( )‖
（３３）

其中，πτ＝ｕτ＋ζνｄτ，０＜ζ＜１．因为 Ｅ( )ｕ一致连续，
η２＞０，当０≤ν‖ｄτ‖≤η２时，则有

‖Ｅπ( )τ －Ｅ ｕ( )τ ‖≤
１
２η１ｓｉｎ

θ( )
Θ

（３４）

根据式（３２）－（３４），则有

Ｅ ｕτ＋
η２
‖ｄτ‖

ｄ( )τ ≤Ｅ ｕ( )τ －１２η２η１ｓｉｎ
θ( )
Θ

（３５）

若ντ由线性搜索确定，那么

Ｅ ｕτ( )＋１ ≤Ｅ ｕ( )τ －１２η２η１ｓｉｎ
θ( )
Θ

（３６）

这与式（３１）相矛盾，说明假设ｌｉｍ
τ→∞
Ｅ ｕ( )τ ≠０是错误

的，因此ｌｉｍ
τ→∞
Ｅ ｕ( )τ ＝０．证毕．

２３ 正则项参数的选取

因为权重是正则项与保真项的函数，所以α必须

自适应地改变，表达式为

ｒ( )α ＝ω( )－１Ｅ０ ｕ( )α －αＲ ｕ( )α （３７）
式中，ω＞１的常数，在算法迭代过程中，ｒ( )α ＝０，则有
表达式

α＝ω( )－１Ｅ０ ｕ( )α ／Ｒ ｕ( )α （３８）
而算法当前迭代的权重是由上次迭代权重决定的，根

据不动点迭代原理，则有

ατ＋１＝ω( )－１Ｅ０ ｕα( )
τ
／Ｒ ｕα( )

τ
（３９）

式（３９）权重序列 α{ }τ 更新是收敛的，证明见附录．
２４ 本文算法整体步骤

初始化：退化图像 ｇ０作为初始值，设置β，α０，ω，τ
＝ｎｕｍ．
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Ｓｔｅｐ１：计算式（６）获得梯度Ｅ ｕ( )τ ，根据指标集
式（１５），计算式（１９）获得对角矩阵 Ｍτ和Ｎτ；根据指标
集和式（６）的海森矩阵获得对角矩阵Γτ；根据式（１８）获
得对角化海森矩阵；

Ｓｔｅｐ２：计算式（２０）获得搜索方向 ｄτ；
Ｓｔｅｐ３：使式（１０）最小化，获得牛顿迭代算法搜索步

长，表达式为

ντ＝ａｒｇｍｉｎ
ν＞０

Ｅ Ｐ ｕτ－νＤτＥ ｕ( )( )[ ]τ （４０）

Ｓｔｅｐ４：计算能量泛函的解，表达式为
ｕτ＋１＝Ｐ ｕτ－ντＤτＥ ｕ( )( )τ （４１）

Ｓｔｅｐ５：若τ＞ｎｕｍ或‖Ｅ ｕτ( )＋１ －Ｅ ｕ( )τ ‖≤ｔ，输
出．否则，τ＝τ＋１，更新式（３９），返回Ｓｔｅｐ１．

输出：优化后恢复图像 ｕτ＋１．

３ 实验结果及分析

用仿真图像和核磁共振图像测试算法的性能．下
面给出本文算法，ＦＩＳＴＡ算法［１３］和改进的 ＩＳＧＰ算法［１４］

处理结果，用 Ｃａｎｎｙ算子检测图像的边缘，并对细节进
行放大．

测试所用的计算机配置为：ＧｅｎｕｉｎｅＩｎｔｅｌ（Ｒ）ＣＰＵ
Ｔ２３００＠１６６ＧＨｚ，１６６ＧＢ内存，软件环境为 ＭＡＴＬＡＢ
Ｒ２００９ａ．实验中，ｔ＝ε＝１ｅ－８，ｎｕｍ＝１０００，ω＝１０２，β＝
０００１．采用方差σ＝２４和σ＝１４的 ｐｓｆＧａｕｓｓ函数分别
生成点扩散函数［１５］图 １（ａ）和图 １（ｂ）．图 １（ｃ）为图 １
（ａ）和图１（ｂ）形成矩阵的奇异值分解，特征值幅值变化
较大，说明矩阵 Ａ是不适定的．
３１ 不同图像恢复仿真实验

选取四幅图像，如图 ２所示．Ｐｅａｒｓ图像，物体间有
遮挡，容易产生边缘丢失；Ｓｐｉｎｅ图像，由较多平坦区域
组成，轮廓简单，容易产生阶梯效应；Ｅｙｅ图像，细节较
多，容易造成边缘模糊；Ｗｏｍａｎ图像，细节和平坦区域
都形成较大区域，细节不易恢复且平坦区域容易产生

阶梯效应．图３～６为用不同算法仿真结果，表１，２为不
同算法定量指标，表３，４为执行效率．

从图３的 Ｓｐｉｎｅ恢复视觉效果来看，本文算法与原
始图像最接近，说明用复合函数作为正则项更能体现边

缘与平稳区域的特征．从图３（ｅ）～（ｈ）对比可知，ＦＩＳＴＡ
算法在平坦区域产生更多虚假边缘，ＩＳＧＰ算法产生的虚
假边缘多于本文算法，这是由于 Ｓｐｉｎｅ图像主要由平稳
区域组成，有界变差函数容易在平稳区域产生阶梯效

应．从图３（ｉ）～（ｌ）对比可知，ＦＩＳＴＡ算法产生更多的伪
痕，ＩＳＧＰ算法恢复的细节信息不太明显．

从Ｗｏｍａｎ的局部放大图４（ｉ）～（ｌ）可知，ＦＩＳＴＡ算
法使图像的边缘模糊，这是由于最小二乘不能准确拟

合图像非平稳统计分布．ＩＳＧＰ算法在平稳区域产生很
多伪痕，说明有界变差函数容易在平稳区域产生阶梯

效应．本文算法恢复图像的视觉效果最接近原始图像．

从 Ｐｅａｒｓ的局部放大图５（ｉ）～（ｌ）和边缘检测图５
（ｅ）～（ｈ）对比可知，ＦＩＳＴＡ算法和 ＩＳＧＰ算法都在 Ｐｅａｒｓ
表面产生虚假边缘，说明有界变差函数作为正则项不

利于平稳区域恢复，而本文算法有效地抑制虚假边缘，

说明用复合平方根函数作为正则项更能体现图像的特

征．
图６为 Ｅｙｅ图像，从图６（ｅ）～（ｈ）最右边的边缘对

比可知，ＦＩＳＴＡ算法在图像的边缘外侧和内侧产生一条
很长的虚假边缘，说明ＦＩＳＴＡ算法不利于恢复图像的平
稳区域，这是由于 ＦＩＳＴＡ算法的逼近项与保真项不当所
致．ＩＳＧＰ算法在原始边缘的内侧产生一条虚假边缘，说
明ＩＳＧＰ算法的正则项不能准确反应图像的平稳区域．
而本文算法产生的边缘和平稳区域几乎与原始图像相

吻合，说明本文算法在保护图像细节信息的同时有利

于恢复平稳区域．
３２ 真实ＭＲＩ图像恢复实验

为进一步验证算法的有效性，图 ７（ａ）为用 ＭＡＧ
ＮＥＴＯＭＴｒｉｏ系统获得ＭＲＩ三维理想数据经投影后获得
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的ＭＲＩ图像，图７（ｂ）为ＭＲＩ图像曲面．图８为用不同算
法对ＭＲＩ图像进行恢复．表 ５为不同算法重构 ＭＲＩ图
像获得定量评价指标，表６为不同算法的执行效率．

从图８（ａ）可知，图像比较模糊，从图９（ａ）三维曲
面可知，曲面比较光滑，造成图８（ａ）脑组织结构不容易
区分．用ＦＩＳＴＡ算法和 ＩＳＧＰ算法恢复图像，产生边缘丢
失现象，如图８（ｂ）和图 ８（ｃ）嘴巴的上方，而且还导致
边缘误检，如８（ｂ）和图８（ｃ）的鼻腔，这是由于ＦＩＳＴＡ算
法的逼近项和 ＩＳＧＰ算法的正则项不当所致．从图９（ｄ）
与图７（ｂ）对比可知，本文算法恢复图像的表面与理想
图像的表面几乎吻合，说明本文算法恢复的图像接近

理想图像．
３３ 图像恢复实验定量评价

为定量评价图像的恢复效果，采用平均绝对误差

ＭＡＥ、峰值信噪比 ＰＳＮＲ和相对误差 ＲＥ三种指标［１４］．

ＰＳＮＲ数值越大，ＭＡＥ和 ＲＥ数值越小，则图像恢复效果
越好，反之，较差．

表１和表２中的第三列为模糊图像定量指标，第四列、
第五列和第六列分别为用 ＦＩＳＴＡ算法、ＩＳＧＰ算法和本
文算法获得的定量指标．由表１和表２可知，本文算法
获得的ＲＥ和ＭＡＥ数值最小，ＰＳＮＲ最高，说明图像恢复
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整体效果较好，这与图像恢复视觉效果相吻合．对于由
大块平稳区域组成的图像，本文算法能有效地抑制恢

复过程产生的阶梯效应，如 Ｓｐｉｎｅ图像；对于由较多细
节组成的图像，如 Ｅｙｅ图像，本文算法能有效地保护图
像的边缘．

表３和表４分别对应表１和表２，为不同算法对四
幅图像恢复执行的时间．由表３可知，对于２５６×２５６的
模糊图像，本文算法总体上执行效率高于 ＦＩＳＴＡ算法，
但对于Ｓｐｉｎｅ图像，本文算法的执行效率略低于 ＦＩＳＴＡ
算法，这是由于 Ｓｐｉｎｅ图像主要由平滑区域组成，梯度
退化严重造成的．对于１２８×１２８的模糊图像，由表４可
知，本文算法的执行效率优于其它算法．

从表５可知，用本文算法的 ＰＳＮＲ数值高于 ＦＩＳＴＡ
和ＩＳＧＰ算法，说明本文的算法能同时表征图像非平稳
与平稳区域的特征．从表６可知，本文算法的执行效率
优于其它两种算法．

概括来说，本文算法能有效地恢复由平稳与非平

稳区域组成的图像，克服在平稳区域产生的阶梯效应，

但是，对参数β和ω选取没有成熟的理论作指导，有待

进一步研究．
表１ 不同恢复算法性能比较（２５６×２５６）

原始图像 指标 模糊图像，图（ａ） ＦＩＳＴＡ算法，图（ｂ） ＩＳＧＰ算法，图（ｃ） 本文算法，图（ｄ）

ＲＥ １．０９６８２２ｅ００１ ６．２６９４３９ｅ００２ ５．５６１９３９ｅ００２ ５．５３７３１９ｅ００２

Ｓｐｉｎｅ ＭＡＥ ５．１５２９７８ｅ００３ ３．５８３２５１ｅ００３ ２．９１６０５５ｅ００３ ２．６２２７０４ｅ００３

ＰＳＮＲ ２．８００２７２ｅ＋００１ ３．３４７０８２ｅ＋００１ ３．４５０５２１ｅ＋００１ ３．４５５９４１ｅ＋００１

ＲＥ ８．１４１６０８ｅ００２ ４．３３７５３０ｅ００２ ４．４１１５７０ｅ００２ ３．３８５８７４ｅ００２

Ｗｏｍａｎ ＭＡＥ ２．２５１０７２ｅ００２ １．２４４５６０ｅ００２ １．３６１８４３ｅ００２ １．００１３４５ｅ００２

ＰＳＮＲ ２．８０７９５９ｅ＋００１ ３．３５０４１５ｅ＋００１ ３．４３７０８８ｅ＋００１ ３．５８４０２４ｅ＋００１

ＲＥ ６．８８１２４８ｅ００２ ４．００３２８９ｅ００２ ４．１５１４８８ｅ００２ ３．６１８６０４ｅ００２

Ｐｅａｒｓ ＭＡＥ ２．５９０７００ｅ００２ １．５７３６１６ｅ００２ １．６２７０４３ｅ００２ １．４３７０３５ｅ００２

ＰＳＮＲ ２．７０５７５８ｅ＋００１ ３．１７６４４６ｅ＋００１ ３．１４７０１５ｅ＋００１ ３．２５０３９０ｅ＋００１

ＲＥ ７．３９１９１２ｅ００２ ５．３０５９６６ｅ００２ ５．３０１５３９ｅ００２ ４．７７９９６２ｅ００２

Ｅｙｅ ＭＡＥ ２．４８８８２８ｅ００２ １．９９７１０３ｅ００２ １．９８７０８１ｅ００２ １．８２９１６０ｅ００２

ＰＳＮＲ ２．７５８４３３ｅ＋００１ ３．０３３４５２ｅ＋００１ ３．０４６９３５ｅ＋００１ ３．１１３０１８ｅ＋００１
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表２ 不同恢复算法性能比较（１２８×１２８）

原始图像 指标 模糊图像，图（ａ） ＦＩＳＴＡ算法，图（ｂ） ＩＳＧＰ算法，图（ｃ） 本文算法，图（ｄ）

ＲＥ １．１５１１３７ｅ００１ ８．７４９９１０ｅ００２ ７．１１５９０８ｅ００２ ６．１８１８５５ｅ００２

Ｓｐｉｎｅ ＭＡＥ ５．６３９４３６ｅ００３ ５．０８５６４８ｅ００３ ３．９４９１７５ｅ００３ ３．０８０８４１ｅ００３

ＰＳＮＲ ２．７７１２９０ｅ＋００１ ３．０４７２７３ｅ＋００１ ３．２５６４４０ｅ＋００１ ３．３２０６７２ｅ＋００１

ＲＥ ８．４４５６５１ｅ００２ ４．０３３７７５ｅ００２ ４．１５７５３５ｅ００２ ３．２０２５４４ｅ００２

Ｗｏｍａｎ ＭＡＥ ２．３６７７３４ｅ００２ １．３２９６３８ｅ００２ １．４０３２０５ｅ００２ １．０５６９１９ｅ００２

ＰＳＮＲ ２．７９４０８２ｅ＋００１ ３．４１３９７９ｅ＋００１ ３．４６１５５８ｅ＋００１ ３．６５２２００ｅ＋００１

ＲＥ ６．８３２８３７ｅ００２ ３．３７４６７０ｅ００２ ３．７４５９３４ｅ００２ ３．０６１０５０ｅ００２

Ｐｅａｒｓ ＭＡＥ ２．５８９３３４ｅ００２ １．４３３９９３ｅ００２ １．６３６５８９ｅ００２ １．２５９０４６ｅ００２

ＰＳＮＲ ２．７０４７０８ｅ＋００１ ３．３３１５４８ｅ＋００１ ３．２４４１３１ｅ＋００１ ３．４０６９６４ｅ＋００１

ＲＥ ６．１３６２５１ｅ００２ ３．７０１９８３ｅ００２ ３．７１５９６６ｅ００２ ３．４７０７１９ｅ００２

Ｅｙｅ ＭＡＥ １．９４４２５９ｅ００２ １．４６７３３６ｅ００２ １．４９０３３６ｅ００２ １．３２９３９０ｅ００２

ＰＳＮＲ ２．９１２１０２ｅ＋００１ ３．３４９４０６ｅ＋００１ ３．３５４８４９ｅ＋００１ ３．３９５２６５ｅ＋００１

表３ 不同算法执行时间对比（２５６×２５６）

处理时间 Ｓｐｉｎｅ Ｗｏｍａｎ Ｐｅａｒｓ Ｅｙｅ

ＦＩＳＴＡ算法 ４８．１２６ ４７．８９０ ４７．４００ ４７．１４８

ＩＳＧＰ算法 ５６．８８５ ５５．７０９ ５４．７１０ ５３．２７６

本文算法 ４９．８３１ ３７．６６４ ３９．３９２ ３２．９０８

表４ 不同算法执行时间对比（１２８×１２８）

处理时间 Ｓｐｉｎｅ Ｗｏｍａｎ Ｐｅａｒｓ Ｅｙｅ

ＦＩＳＴＡ算法 １１．７２９ １１．９００ １１．４７６ １１．６０８

ＩＳＧＰ算法 １３．８７３ １４．３７２ １３．３８４ １４．３８２

本文算法 １０．６５２ ７．０９８ ６．８９７ ６．５２５

表５ 不同恢复算法性能比较

ｂｒａｉｎ图像 指标 模糊图像，图（ａ） ＦＩＳＴＡ算法，图（ｂ） ＩＳＧＰ算法，图（ｃ） 本文算法，图（ｄ）

ＲＥ ２．５９５８６１ｅ００１ １．００９４６４ｅ００１ １．２７５２０３ｅ００１ ８．９６３０５２ｅ００２

２５６×２５６ ＭＡＥ ５．３７８６０６ｅ００２ ２．０７５０３４ｅ００２ ２．５５２９３５ｅ００２ ２．０６３０６５ｅ００２

ＰＳＮＲ ２．１３３４９７ｅ＋００１ ２．９０６２７３ｅ＋００１ ２．８６８７４４ｅ＋００１ ３．１３５８９０ｅ＋００１

ＲＥ ２．６９７８３２ｅ００１ ８．８５６１９２ｅ００２ １．１５９４８１ｅ００１ １．０１３７２６ｅ００１

１２８×１２８ ＭＡＥ ５．６２２６３４ｅ００２ １．８７０２９９ｅ００２ ２．３２８３６９ｅ００２ ２．３０７２８７ｅ００２

ＰＳＮＲ ２．０９６８２７ｅ＋００１ ３．０２６１９９ｅ＋００１ ２．９３５６９０ｅ＋００１ ３．１９２２６６ｅ＋００１

表６ 不同算法执行时间对比

处理时间 ＦＩＳＴＡ算法 ＩＳＧＰ算法 本文算法

２５６×２５６ ４５．０１１ ４７．０９８ ４１．３２０

１２８×１２８ １２．２７７ ９．１６７ ７．４５３

４ 结论

本文提出一种改进的图像恢复正则化模型迭代算

法，并用反证法证明收敛性．该算法在恢复图像平稳区
域的同时保护图像的边缘，克服有界变差函数在平稳

区域产生的阶梯效应．用 ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ函数描述拟合
项，用复合平方根函数描述正则项，将模型求解转化为

具有非负条件约束的最优化问题．根据 ＫＫＴ条件，断定
能量泛函模型的梯度可能退化，为解决此问题，根据退

化的梯度引入指标集，构造可对角化海森矩阵．最后利

用四幅不同特性图像和 ＭＲＩ图像进行数值实验，结果
表明，本文算法能明显提高图像恢复视觉效果，定量评

价指标ＲＥ和ＭＡＥ较小，ＰＳＮＲ较大，算法的执行效率较
高．

附录 式（３９）证明

命题１ 若α１，α２＞０，保真项与正则项都是α的单
调函数，则有

Ｅ０ ｕα( )
１ －Ｅ０ ｕα( )( )

２ α１－α( )２ ０ （Ａ１）

Ｒ ｕα( )
１ －Ｒ ｕα( )( )

２ α１－α( )２ ０ （Ａ２）
证明 根据 ｕα１和 ｕα２使能量泛函最小化的特性，则

Ｅ０ ｕα( )
１ ＋α１Ｒ ｕα( )

１ Ｅ０ ｕα( )
２ ＋α１Ｒ ｕα( )

２
（Ａ３）

Ｅ０ ｕα( )
２ ＋α２Ｒ ｕα( )

２ Ｅ０ ｕα( )
１ ＋α２Ｒ ｕα( )

１
（Ａ４）

式（Ａ３）与式（Ａ４）相加，则有式（Ａ１），分别对式（Ａ３）除
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以α１和式（Ａ４）除以α２，然后两式相加，则有式（Ａ２）．证
毕．

定理 式（３９）产生｛ατ｝是单调的，即 ｒ（α０）＞０，ατ
单调增加；反之，ατ单调减小．

证明 由式（３９），则有

ατ＋１－ατ＝
（σ－１）Ｅ０（ｕα

τ

）

Ｒ（ｕα
τ

）
－
（σ－１）Ｅ０（ｕα

τ－１
）

Ｒ（ｕα
τ－１
）

＝ （σ－１）
Ｒ（ｕα

τ

）Ｒ（ｕα
τ－１
）
［Ｅ０（ｕα

τ

）（Ｒ（ｕα
τ－１
）－Ｒ（ｕα

τ

））

＋（Ｒ（ｕα
τ

）－Ｒ（ｕα
τ－１
））Ｒ（ｕα

τ

）］

（Ａ５）
由命题１和式（Ａ５）可知，序列ατ＋１－ατ和ατ－ατ－１具
有相同的符号，因此迭代产生的正则参数序列是单调

的．若 式 （３７）的 初 始 残 差 ｒ（α０）＜０，即 α１ ＝
（σ－１）Ｅ０（ｕα０）
Ｒ（ｕα０）

＜α０；反之，若 ｒ（α０）＞０，则α１＞α０．证

毕．若 ｒ（α０）＜０，由式（Ａ５）可知，序列｛ατ｝是单调递减
的，且下有界，因此是收敛的．证毕．
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